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Наведено розв’язок задачi про генерацiю звуку обмеженою областю збуреної течiї у нескiнченному прямому жорс-
ткостiнному каналi кругового поперечного перерiзу у формi, яка вiдрiзняється вiд одержаної у працi [1]. Ця форма
простiша вiд попередньої, а отже бiльш прийнятна для проведення чисельних розрахункiв.
Приведено решение задачи о генерации звука ограниченной областью возмущенного течения в бесконечном прямом
жесткостенном канале кругового поперечного сечения в форме, отличной от полученной в работе [1]. Эта форма
более проста по сравнению с предыдущей, а потому более приемлема для проведения численных расчетов.
We present the solution of the problem on sound generation by a limited region of a disturbed flow in an infinite straight
rigid-walled channel with circular cross-section in the form different from that offered in the study [1]. This form is more
simplified compared with the previous one, hence it is more suitable for numerical calculations.
ВСТУП
Дослiдження течiй у каналах – актуальна про-
блема автомобiле- та лiтакобудування, архiтекту-
ри, медицини, нафтогазової промисловостi, кому-
нального господарства, тощо. При цьому значний
iнтерес становлять збурення течiй i поява акусти-
чних ефектiв у мiсцях локальних звужень каналiв
(таких як налипання на стiнках, зварювальнi шви,
стенози). Справа у тому, що у цьому випадку аку-
стичне поле мiстить iнформацiю про параметри
цилiндричної конструкцiї й середовища у зонi ви-
никнення шумiв. Вiдтак, iснує можливiсть розро-
блення неiнвазивних методiв знаходження таких
мiсць за результатами аналiзу згенерованого зву-
ку [1 – 8].
Розроблення такого роду дiагностичних методiв
може проводитися за наявностi теорiй, якi, адеква-
тно описуючи реологiю, динамiку й акустику те-
чiй в околi локального звуження, встановлювали б
кiлькiсний зв’язок мiж характеристиками каналу
й потоку та супутнього звукового поля. Одну з та-
ких теорiй було розроблено у працi [1]. Тут область
збуреної течiї моделювалася розподiленими в нiй
квадрупольними i дипольними джерелами звуку,
характеристики яких вважались вiдомими. Були
розглянутi випадки рiвномiрного й нерiвномiрного
розподiлу джерел. Для них були одержанi вiдпо-
вiднi кiлькiснi спiввiдношення мiж характеристи-
ками згенерованого у каналi акустичного поля й
параметрами каналу i течiї в ньому.
У статтi [2] були розглянутi частковi випадки
згаданої теорiї. Дослiджувались ситуацiї, коли в
акустичному полi домiнує внесок об’ємних квадру-
полiв або поверхневих диполiв. При цьому iнтерес
становили такi потоки й форми локальних зву-
жень каналiв, при яких регiон збуреної за звуже-
нням течiї займають рiвномiрно розподiленi вели-
комасштабнi або дрiбномасштабнi вихоровi утво-
рення.
У цьому дослiдженнi буде наведено iншу форму
розв’язку проблеми, розглянутої в публiкацiї [1].
Вона значно простiша вiд одержаної ранiше, а от-
же бiльш прийнятна для проведення вiдповiдних
чисельних розрахункiв.
Ця стаття складається зi вступу, двох роздiлiв,
висновку, списку лiтератури й додатку. У першому
роздiлi формулюється задача, а також наводиться
i коротко аналiзується одержаний в [1] її розв’я-
зок. У другому роздiлi одержується iнша форма
розв’язку i проводиться її порiвняльний аналiз з
попередньою формою. Далi формулюється висно-
вок даної роботи й наводяться списки цитованої
лiтератури та прийнятих позначень.
1. ПОСТАНОВКА ТА РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI
Розглядається нерухомий нескiнченний прямий
жорсткостiнний канал кругового поперечного пе-
рерiзу з радiусом a (див. рисунок). У ньому з осе-
редненою осьовою швидкiстю U тече рiдина, яка
має масову густину ρ й кiнематичну в’язкiсть ν .
Течiя характеризується малим числом Маха. У
скiнченному регiонi V0 течiя збурена i тут гене-
рується акустичне поле. Необхiдно знайти це поле
й установити кiлькiсний зв’язок мiж його характе-
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Рисунок. Геометрiя задачi
ристиками й параметрами каналу i потоку.
Шукане акустичне поле описується рiвнянням
Лайтхiла, в якому права частина мiстить як об’єм-
нi квадрупольнi ∂2Tij/∂yi∂yj , так i зумовленi на-
явнiстю стiнки каналу поверхневi дипольнi джере-
ла ∂Fi/∂yi [1, 2, 9, 10]:
∂2ρa
∂t2
− c20∇
2ρa =
∂2Tij
∂yi∂yj
+
∂Fi
∂yi
,
0 < r < a, 0 < φ < 2pi, |z| <∞.
(1)
У якостi граничних умов виступають рiвнiсть
нулевi радiальної компоненти швидкостi на стiнцi:
∂pa
∂r
∣∣∣∣
r=a
= 0 (2)
й умова випромiнювання в нескiнченнiсть.
У спiввiдношеннях (1) i (2) введено такi по-
значення: ρa i pa – акустичнi флуктуацiї густи-
ни й тиску, якi зв’язанi мiж собою спiввiдношен-
ням [1, 2, 9, 10]:
pa = c
2
0ρa; (3)
Tij≈ρuiuj i Fi=nj(τij+pδij) – напруження Лай-
тхiла та i-та компонента прикладених до стiнки
каналу сил (Tij та Fi зникають вiдповiдно за ме-
жами об’єму збуреної течiї V0 й поверхнi S0, котра
його обмежує); τij – в’язкi напруження; ij – швид-
костi деформацiї:
τij =
2
3
µkkδij − 2µij;
ij =
1
2
(∂ui/∂yj + ∂uj/∂yi) ;
nj – j-та компонента зовнiшньої нормалi до стiн-
ки каналу; ui – i-та компонента швидкостi рiдини;
p – тиск; µ=ρν – динамiчна в’язкiсть рiдини; δij –
символ Кронекера; r, φ, z – цилiндричнi коорди-
нати; t – час. Окрiм цього, тут i надалi передба-
чається пiдсумовування по iндексах, що повторю-
ються.
Задача (1), (2) розв’язується методом функцiй
Грiна. Її розв’язок у квадратурах для густини ρa
має такий вигляд [1]:
ρa(~r, t) =
∞∫
−∞
dt0
∫∫∫
V0
∂2Tij(~r0, t0)
∂yi∂yj
×
×G(~r, t; ~r0, t0)dV0(~r0)+
+
∞∫
−∞
dt0
∫∫
S0
∂Fi(~r0a, t0)
∂yi
×
×G(~r, t; ~r0a, t0)dS0(~r0a),
dV0(~r0) = r0dr0dφ0dz0,
dS0(~r0a) = adφ0dz0.
(4)
Тут G – функцiя Грiна хвильового рiвняння для
вибраного каналу; ~r = (r, φ, z), ~r0 = (r0, φ0, z0) ∈
V0 i ~r0a = ~r0|r0=a = (a, φ0, z0) ∈ S0 – радiус-вектори
вiдповiдно точки поля для квадрупольних i ди-
польних джерел звуку; t0 – пов’язаний з джере-
лом час. Акустичний же тиск pa знаходиться за
формулами (3) i (4).
Пiдстановка функцiї G [1],
G(~r, t; ~r0, t0) =
= −
i
4pic20
2∑
j=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
Ψ
(j)
nm(r0, φ0)
‖Ψ
(j)
nm‖2
×
×Ψ(j)nm(r, φ)
∞∫
−∞
eiknm|z−z0|
knm
e−iω(t−t0)dω,
(5)
у вираз для тиску pa, а одержаного спiввiдношен-
ня в iнтеграл
P (ω)δ(ω − ω′) =
a∫
0
2pi∫
0
〈p˜∗a(r, φ, z, ω)×
×v˜az(r, φ, z, ω
′)〉rdrdφ
(6)
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дає загальний вираз для акустичної енергiї P , зге-
нерованої на частотi ω нерiвномiрно розподiлени-
ми в об’ємi V0 квадрупольними i на поверхнi S0
дипольними джерелами [1]:
P (ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
P (q)nm(ω) =
=
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
1
4‖Ψ
(q)
nm‖2knmρ0ω
×
×
[∫∫∫
V0
dV0(~r0)×
×
∫∫∫
V0
∂4STijkl(~r0, ~r0
′, ω)
∂yi∂yj∂y′k∂y
′
l
×
×Ψ(q)nm(r0, φ0)Ψ
(q)
nm(r
′
0, φ
′
0)×
×e−sign(z−z0)iknm(z
′
0
−z0)dV0(~r0
′)+
+
∫∫
S0
dS0(~r0a)
∫∫
S0
∂2SFik(~r0a, ~r0a
′ , ω)
∂yi∂y
′
k
×
×Ψ(q)nm(a, φ0)Ψ
(q)
nm(a, φ
′
0)×
×e−sign(z−z0)iknm(z
′
0
−z0)dS0(~r0a
′)+
+2Re
(∫∫∫
V0
dV0(~r0)×
×
∫∫
S0
∂3STFijk (~r0, ~r0a
′ , ω)
∂yi∂yj∂y
′
k
×
×Ψ(q)nm(r0, φ0)Ψ
(q)
nm(a, φ
′
0)×
×e−sign(z−z0)iknm(z
′
0
−z0)dS0(~r0a
′)
)]
.
(7)
Тут δ(·) – дельта-функцiя Дiрака; дужки 〈·〉 озна-
чають операцiю осереднення за множиною реа-
лiзацiй; ∗ вказує на комплексне спряження; p˜a i
v˜az – образи Фур’є акустичного тиску та осьо-
вої компоненти акустичної швидкостi; ~r0, ~r0′ i ~r0a,
~r0a
′ – радiус-вектори вiдповiдно квадрупольних i
дипольних джерел звуку; акустичнi моди каналу
Ψ
(q)
nm задаються як
Ψ
(1)
nm = Jn(αnmr) cos(nφ),
Ψ
(2)
nm = Jn(αnmr) sin(nφ);
‖Ψ
(q)
nm‖2 – квадрати їхнiх норм:
‖Ψ
(1)
nm‖2=


pia2J20 (α0ma), n=0,
pia2
2
J2n(αnma)
[
1−
(
n
αnma
)2]
; n≥1,
‖Ψ
(2)
nm‖2=


0, n = 0,
‖Ψ
(1)
nm‖2, n ≥ 1;
Jn – цилiндричнi функцiї Бесселя першого ро-
ду порядку n; αnm=ζnm/a – радiальнi хвильо-
вi числа; ζnm – коренi рiвняння J ′n(ζnm)=0,
m=1, 2, . . .; knm=
√
k20−α
2
nm – осьовi хвильовi чис-
ла; k0=ω/c0 – акустичне хвильове число; а c0 –
швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi. Крiм цього,
у спiввiдношеннi (7) функцiї STijkl i S
F
ik – взаємнi
спектри образiв Фур’є вiдповiдно напружень Лай-
тхiла Tij i сил Fk, а STFijk – взаємний спектр образiв
Фур’є величин Tij i Fk:
STijkl(~r0, ~r0
′, ω)δ(ω − ω′) = 〈T˜ ∗ij(~r0, ω)T˜kl(~r0
′, ω′)〉,
SFik(~r0a, ~r0a
′ , ω)δ(ω − ω′) = 〈F˜ ∗i (~r0a, ω)F˜k(~r0a
′ , ω′)〉,
STFijk (~r0, ~r0a
′ , ω)δ(ω − ω′) = 〈T˜ ∗ij(~r0, ω)F˜k(~r0a
′ , ω′)〉;
Re (·) означає дiйсну частину вказаної в дужках
комплексної величини. Функцiя знаку sign(z−z0)
позитивна, якщо оцiнки енергiї проводяться вниз
за течiєю вiд розташованих у поперечному пере-
рiзi каналу z=z0 джерел, i негативною, – якщо
вгору за течiєю вiд них. Положення частоти ω
вiдносно критичних частот каналу ωnm=c0αnm
визначає (через хвильовi числа knm в експонентi
exp(−sign(z−z0)iknm(z
′
0−z0)) випадки однорiдних
(ω ≥ ωnm) та неоднорiдних (0<ω<ωnm) хвиль у
виразi (7).
У разi рiвномiрного розподiлу квадрупольних i
дипольних джерел звуку формула (7) спрощується
за рахунок спрощення виразiв для спектрiв STijkl,
SFik та S
TF
ijk , якi стають функцiями лише вiдстанi
мiж джерелами (вiдповiдно ~ξ = ~r0′−~r0, ~ξaa = ~r0a′−
~r0a та ~ξa = ~r0a′ − ~r0) i частоти [1, 9]:
STijkl(~r0, ~r0
′, ω) = STijkl(
~ξ, ω),
SFik(~r0a, ~r0a
′ , ω) = SFik(
~ξaa, ω),
STFijk (~r0, ~r0a
′ , ω) = STFijk (
~ξa, ω).
(8)
Аналiз спiввiдношення (7) показує, що енергiя
P дорiвнює сумi енергiй P (q)nm акустичних мод ка-
налу Ψ(q)nm. Енергiя ж окремої моди P
(q)
nm визначає-
ться трьома доданками. Перший з них являє собою
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звукову енергiю, згенеровану об’ємними квадрупо-
лями ∂2Tij/∂yi∂yj , другий – енергiю, випромiнену
поверхневими диполями ∂Fi/∂yi, а третiй – енер-
гiю, зумовлену взаємодiєю квадруполiв i диполiв.
2. IНША ФОРМА РОЗВ’ЯЗКУ
Повернемося до iнтегральної форми розв’язку
задачi для акустичних флуктуацiй густини (4).
Згiдно з [10], використання тотожностi
∂
∂yi
(
G
∂Tij
∂yj
)
−
∂
∂yj
(
Tij
∂G
∂yi
)
=
= G
∂2Tij
∂yi∂yj
− Tij
∂2G
∂yi∂yj
й подальше застосування теореми Гауса дозволяє
замiнити у формулi (4) диференцiювання напру-
жень Лайтхiла Tij та сил Fi вiдповiдним диферен-
цiюванням функцiї Грiна G:
∂2Tij
∂yi∂yj
G −→ Tij
∂2G
∂yi∂yj
,
∂Fi
∂yi
G −→ Fi
∂G
∂yi
.
Це приводить до iншої форми представлення гу-
стини ρa (а отже i акустичного тиску pa):
ρa(~r, t) =
∞∫
−∞
dt0
∫∫∫
V0
Tij(~r0, t0)×
×
∂2G(~r, t; ~r0, t0)
∂yi∂yj
× dV0(~r0)+
+
∞∫
−∞
dt0
∫∫
S0
Fi(~r0a, t0)×
×
∂G(~r, t; ~r0a, t0)
∂yi
dS0(~r0a).
(9)
У цилiндричнiй системi координат пiдiнтегральнi
функцiї у формулi (9) виглядають наступним чи-
ном [1]:
Tij
∂2G
∂yi∂yj
= ρu2r
∂2G
∂r20
+ ρu2z
∂2G
∂z20
+ 2ρuruz
∂2G
∂r0∂z0
+
+ρu2φ
(
1
r20
∂2
∂φ20
+
1
r0
∂
∂r0
)
G+
+ρuruφ
(
∂
∂r0
(
1
r0
∂
∂φ0
)
+
2
r0
∂
∂φ0
(
∂
∂r0
)
−
−
1
r20
∂
∂φ0
)
G+
+ρuφuz
(
1
r0
∂2
∂φ0∂z0
+
∂
∂z0
(
1
r0
∂
∂φ0
))
G,
Fi
∂G
∂yi
= Fr
1
r0
∂(r0G)
∂r0
+ Fφ
1
r0
∂G
∂φ0
+ Fz
∂G
∂z0
.
Тодi пiдстановка виразу (5) для функцiї Грiна G
у формулу (9), формули (9) – у спiввiдношення (3),
а одержаного спiввiдношення – в iнтеграл (6) до-
зволяє знайти iнший, нiж рiвняння (7), вираз для
акустичної енергiї P . У разi нерiвномiрного розпо-
дiлу квадрупольних i дипольних джерел звуку вiн
має такий вигляд:
P (ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
P (q)nm(ω) =
=
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
1
4
‖Ψ(q)nm‖
2knmρ0ω×
×
[∫∫∫
V0
dV0(~r0)
∫∫∫
V0
STijkl(~r0, ~r0
′, ω)×
×
∂2Ψ
(q)
nm(r0, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi∂yj
×
×
∂2Ψ
(q)
nm(r′0, φ
′
0)e
−sign(z−z0)iknmz
′
0
∂y′k∂y
′
l
dV0(~r0
′)+
+
∫∫
S0
dS0(~r0a)
∫∫
S0
SFik(~r0a, ~r0a
′ , ω)×
×
∂Ψ
(q)
nm(a, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi
×
×
∂Ψ
(q)
nm(a, φ′0)e
−sign(z−z0)iknmz
′
0
∂y′k
dS0(~r0a
′)+
+2Re
(∫∫∫
V0
dV0(~r0)
∫∫
S0
STFijk (~r0, ~r0a
′ , ω)×
×
∂2Ψ
(q)
nm(r0, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi∂yj
×
×
∂Ψ
(q)
nm(a, φ′0)e
−sign(z−z0)iknmz
′
0
∂y′k
dS0(~r0a
′)
)]
.
(10)
Якщо ж джерела звуку розподiленi рiвномiрно в
областях їх iснування, спiввiдношення (10) спро-
щується внаслiдок спрощення виразiв для фун-
кцiй STijkl, S
F
ik та S
TF
ijk .
Аналiз формули (10) показує, що, як i у вира-
зi (7), звукова енергiя P в каналi – це сума енергiй
P
(q)
nm його акустичних мод Ψ
(q)
nm, а енергiя окремої
моди P (q)nm визначається тими ж трьома доданка-
ми, зумовленими внесками квадруполiв, диполiв
та їх взаємодiєю. Проте у формулi (10) цi доданки
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мають iнший вигляд: у них просторове диферен-
цiювання другого, третього й четвертого порядкiв
спектрiв SFik, S
TF
ijk та S
T
ijkl (див. формулу (7)) за-
мiнено вiдповiдним диференцiюванням першого й
другого порядкiв добуткiв мод Ψ(q)nm i експонент:
∂4STijkl(. . .)
∂yi∂yj∂y
′
k∂y
′
l
Ψ(q)nm(. . .)Ψ
(q)
nm(. . .)e
... −→
−→ STijkl(. . .)
∂2Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂yi∂yj
∂2Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂y′k∂y
′
l
;
∂2SFik(. . .)
∂yi∂y′k
Ψ(q)nm(. . .)Ψ
(q)
nm(. . .)e
... −→
−→ SFik(. . .)
∂Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂yi
∂Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂y′k
;
∂3STFijk (. . .)
∂yi∂yj∂y′k
Ψ(q)nm(. . .)Ψ
(q)
nm(. . .)e
... −→
−→ STFijk (. . .)
∂2Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂yi∂yj
∂Ψ
(q)
nm(. . .)e...
∂y′k
.
(11)
Моди Ψ(q)nm й експоненти, а отже й просторовi по-
хiднi вiд них – вiдомi функцiї. Тому знаходжен-
ня значень функцiй i похiдних потребує прибли-
зно однакових затрат машинного часу. Спектри ж
SFik, S
TF
ijk , S
T
ijkl не мають аналiтичного представле-
ння. Вони мають визначатися з розв’язку вiдпо-
вiдної задачi динамiки рiдини або з вiдповiдного
екперименту, що пов’язано зi значними трудноща-
ми i витратами часу. Ще бiльш трудомiстким буде
визначення вiдповiдних похiдних. Це означає, що
обчислення виразiв, якi знаходяться у правих ча-
стинах спiввiдношень (11), простiше, нiж обчисле-
ння виразiв злiва. Вiдповiдно, з огляду на чисельнi
розрахунки, знаходження трьох спектральних до-
данкiв за формулою (10) буде простiшим, анiж за
формулою (7). Ця обставина додатково вказує на
те, що вираз (10) для згенерованої на частотi ω
акустичної енергiї загалом бiльш прийнятний для
проведення вiдповiдних обчислень, нiж вираз (7).
ВИСНОВОК
Одержано iншу форму розв’язку розглянутої
у працi [1] проблеми генерацiї звуку обмеженою
областю збуреної течiї в нерухомому нескiнчен-
ному прямому жорсткостiнному каналi кругово-
го поперечного перерiзу. Ця форма простiша вiд
одержаної в [1], а отже бiльш прийнятна для про-
ведення вiдповiдних чисельних розрахункiв.
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ДОДАТОК. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ
a – радiус поперечного перерiзу каналу;
U – осереднена осьова швидкiсть течiї в ка-
налi;
c0 – швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi;
ρ – густина рiдини;
ν – кiнематична в’язкiсть рiдини;
µ – динамiчна в’язкiсть рiдини;
p – тиск;
Tij – напруження Лайтхiла;
Fi – i-та компонента прикладених до стiнки
каналу сил;
τij – в’язкi напруження;
ij – швидкостi деформацiї;
nj – j-та компонента зовнiшньої нормалi до
стiнки каналу;
ui – i-та компонента швидкостi рiдини;
δij – символ Кронекера;
V0 – об’єм збуреної течiї;
S0 – поверхня, що обмежує об’єм V0;
δ(·) – дельта-функцiя Дiрака;
ρa – акустичнi флуктуацiї густини;
А. О. Борисюк 7
ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2008. Том 11, N 4. С. 3 – 8
pa – акустичнi флуктуацiї тиску;
P (ω) – акустична енергiя на частотi ω;
Ψ
(ν)
nm – акустичнi моди каналу (ν = 1, 2);
αnm – радiальнi хвильовi числа;
knm – осьовi хвильовi числа;
k0 – акустичне хвильове число;
ωnm – критичнi частоти каналу;
STijkl – взаємнi спектри образiв Фур’є напру-
жень Лайтхiла;
SFik – взаємнi спектри образiв Фур’є сил Fk;
STFijk – взаємний спектр образiв Фур’є напру-
жень Лайтхiла Tij та сил Fk;
∂2Tij
∂yi∂yj
– об’ємнi квадруполi;
∂Fi
∂yi
– поверхневi диполi.
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